Approximation of coNP Sets by NP-Complete Sets and Its Application by 宮崎, 修一 & 岩間, 一雄
TitleNP完全集合によるcoNP集合の近似とその応用について
Author(s)宮崎, 修一; 岩間, 一雄










Approximation of coNP Sets by NP-Complete Sets and Its Application 
Shuichi MIYAZAKit and Kazuo IWAMAt 
あらまし クラス C1に属する集合 L1が，クラス C2に属する集合 L2の部分集合であるとき， L1はL2
の近似であると言う.L1 CL~ であり， L~ -L1が無限集合となるような近似引が存在しないとき， L1は最
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合列 L口ヲL1γ・，L包，Li十1，・・・が存在し， (i）各 L包は
UNSATの近似である.(i）各 LiはNP完全である．
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は関数ψで閉じていると言う．任意の列fに対して，
｜ψU)I > Iiであるとき，関数ψは長さ増加関数であ
ると言う．任意の列 f,gに対して， o(f)= o(g）な







［命題 1] AはA't pである集合とする．また，次
の条件を満たす関数ψが存在するとする．











集合 A は ψ で閉じているので， DJ~二A である． ψ は
長さ増加関数であるので，集合 Dtはクラス Pに属す
る．また， Bは最適近似であるので， Dt B は有限
集合である．もし， DJ-Bが無限集合なら， BUDt 
がBよりも良いP近似であり，仮定に矛盾するから
である．
A 'tPなので， A Bは無限集合である.BηDt十。
なので，各fι A-Bに対して，集合 DJは集合 C
のある列 gを含んでいる．また， ψは長さ増加関数な
ので lg~ Iiである.Clg = Iiであるのは， g=f
のときのみである．）従って，ある固定された gに対
して， gξ Dtとなる fεA Bの数は有限である．
A Bは無限集合であるので，上述のような列gは無
限に存在することになる．よって，集合C は無限集合
である．集合 Cの定義より， cn Bニ日であるので，
集合 C-Bは無限集合である．また， BεP,CE 













(a) 集合 Dtは無限集合でクラス Pに属する．












（証明） 最適な NP近似 Bが存在したとする．集合
CをCニ {JIψ(f）ιB｝と定義すると， CεNPで
あり， Cu BεNPである．この場合， C とBが共
通部分をもってしまう可能性があるが，この場合も命
















［命題 3] LをcoNP完全集合とする. UNSATから
Lへの多項式時間変換 αが存在し， αはl対 l，か
つ，長さ増加関数であるとする．このとき， LはNP
完全近似をもっ．
（証明） 明らかに UNSATはNP完全近似 R をも
っ（例えば， n-1変数からなる充足可能な論理式に
(xn）（否；：）を加えてできる論理式の集合や， AIMジェネ









き， M は列 zモRを非決定的にゲスし， α（x）を計算














引をランダムに選び， αi= 1ならば Xi を，向＝ 0
なら Xiをあらかじめ項 Cに加えることにより行うこ
とができる．
















































Fig. l An NFC-approximation. 
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［定理 l] AをcoNP集合， BをAのNP完全近似
であるとする． ψ，6は上述の条件を満たす関数であ
るとする.A, Aは， ψ，6で閉じているとする．ま
た， B は 6で閉じているとする．このとき， NPキ
coNPならば， Bは最適近似ではない．
（証明） B はNP完全集合なので，任意の NP完全
集合 X に対して，ある多項式時間変換 αが存在し，
α（X）三B，α（X)r;_Bである．まず， α（X)r;_Aとなる






まず，以下のような表記を定義する.g = 8（！） とな
る列fが存在しないとき， i5-1(g)= Aと書く．また，
8 l(g）ニAであり，ある i:; 0が存在して 8i(g)= f 
となるとき gニ6一＝u）と書く．




















次に D= 6(C), E = {f I (a) 6-1(!) EBまたは
(b) 6-1 (f) = Aぅψ(f）εB｝と定義する．
ここで，以下の（i）～（v）について考える．
( i ) 集合Aは6，ψ1で閉じているので， E豆A
である．
( i) BεNPで， 61とψは多項式時間計算可
能なので， EεNPである．
(ii) 以下の理由により EnD＝砂である.fξD 
とすると，定義より o-lu）己Cである．よって集合
E の定義の条件（b）は fには当てはまらない．また，




考える.fi+I = D(j;) (i註0）とする（図 2参照）．
fo, fi, h, ・の列の中で，最初に Cに入る要素を fi
とする．集合Dの定義より， Jiうf,+1ぅ・．うんがCに
含まれているなら，五一1-1γ・うfj十1はD に含まれて
いる．つまり， LはC D に含まれている．同様に
foと異なる列 goE Coに対しても同様に 6を適用さ
せる.6は1対 1関数なので， fiニ gjとなるような
i,jは存在しない．すなわち， Co中の異なる二つの列










れる直前の要素を g1とする．すなわち， 61 (g1）εB 
であり， fから g1に至るまでにはどの列も Bには含
まれていない．また，（b）の場合，最後に得られた Co
の要素をのとする．すなわち， 61(g2) = Aである．
(iv）より C Dは無限集合で， 6が1対1関数なの
で，上述のような g1およびのから構成される集合
も無限集合である．定義から g1ε E-Bなので， g1
が無限に存在すれば， E-Bは無限集合である．ま
た， g2が無限に存在するなら，命題 l,2と同様の議





より， EuBεNPである．また，（v）より， （EuB) B 
は無限集合である．最後に， Eu Bが NP完全集合
であることを示す．そのために，多項式時間変換 αf
をα＇＝ 6 α と定義する． αfは明らかに多項式時間
計算可能である． α＇（X)(=6（α（X）））は D および，
Aの要素のみを含むため，上述の（ii）より， E と
は共通部分をもたない．また， Bカ＇6で閉じている
ので， a'(X）は B とも共通部分をもたない．よって
α＇（X）三Eu Bである．また，すべての gεBに対
して， Eは 6(g）を含んでいるので， α＇（X）豆Eu B 













NS2F [5］を取り扱う.NHには， NlT[3］という NP
完全近似が知られているが， NS2FはNlTよりも良い
NP完全近似であることが示された［9].
NS2Fは，頂点集合Vを，（i) T ＝ト V,(ii) w(T) > 
1s1+ I:Q, l虫千iZ2Jを満たすような互いに素な R,




の例を示す．図に示された頂点分割では， w(T)= 4, 
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(ii) 15は1対 1である.(ii) 15-lは多項式時間で計





G = (V,E) (V = {v1,v2 ・パJn1, Vn｝） に対して，
15(G) = (V＇ヲE'), (V' = VU{vn+1,Vn+2}, E' = 









Fig. 3 A graph in NS2F. 
図4 関数 6およびψ
Fig. 4 Functions 8 and ψー
丸•3
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εE｝）， ψ（G) = (VぺE")(V" =VU {vn+1,Vn+2, 
Vn+3},E" = EU {(vn,Vn十1),(vn+1,vn+2), (vn+2, 
Vn+3)} LJ ｛（りη十3パ！i)I (vn, vi) E E｝）である．






頂点集合 V'(=Vu {vn+1,vn+2｝） をR,S', T＇に
分割する I＇が存在し，
ゃ Iedge(Q；ぅT')I 
w(T') ＞げ｜＋γI 2 I (IJ 
Q’」」
を満たしている．以下，
"' I edge(Qi, T) I 
w(T) > ISi ＋ツトゴ－｜
Q，」 J
(2) 
を満たす， Gの頂点集合 Vから R,S, Tへの分割
Hが存在することを示す.Vn, Vn+l, Vn+2が I＇に
よってどのように分割されているかに応じて，以下の
三つの場合に分けて考える．
(A) Vn, Vn+l, Vn+2のうち，少なくとも一つが
S＇に入っている場合．
(B) Vn, Vn+l, h 十2のうち少なくとも二つがR'
に入っていて，残りはTに入っている場合．




は， H を I＇と全く同じようにする．すなわち，
グラフ 15(G）の頂点叫が町の元で R＇に入って
いるなら， H はグラフ G の頂点引を R に割り
当てるという具合である.Vn+l, Vn+2のうち， T'
に入っているものはたかだか一つなので， Vn+l と
Vn+2を取り去ることによって w(T＇） はたかだか 1
しか減らない．すなわち， w(T）主 w(T')-1と
なる．同様に， h 十1, Vn+2のうちどちらか一つは
ダに入っているので， ISi孟 IS'I-1が成り立つ．
U叶 1 と Vn+2 を取り去ることにより校数は減少
するので， I:Qil坐乎TIj壬I:Qd出許可













をして考える， (B-1) Vn+l とVn+2が R＇に入ってい
る場合， (B-2) Vn とりη＋1が R＇に入っている場合．
(B-3) Vnとりπ＋2が R＇に入っている場合．
場合（B四1）：この場合は， I＇と全く同様に H
を構成すればよい．切（T)= w(T'), ISi = IS'I, 
I:Q, 伴ドいおl出伴Jとなり，分
割 Hが式（2）を満たしていることが容易にわかる．
場合（B♂） : Vn と Vn+2の対称性を用いて（B-1)
の場合と同様に考えることができる．
場合（B-3): v叶 1 巴 R＇の場合は，（B』1）または
(B-2）の場合に含まれているので，ここでは， rの





ISi = IS'I, w(T) = w(T') -1となっていることは容
易にわかる．また， Vn+2(ER＇） とT＇の頂点を結ぶ
枝は少なくとも二つ（（Vn+2, Vn+1）と（vn+2ヲ勺））あ






にする， Vn, Vn+2はともに R＇の頂点で，ともに他
の R＇の頂点とつながっているので， Vn とり九十2 は
同じ連結成分に入っている．二つの枝 （vn,Vn+1）と
(vn+1,Vn+2）は 8(G）にはあるが， Gにはないので，
LQ, 戸FJ江 Q；戸乎4 1である
また， w(T)= w(T') 1であるため， Hが（2）を満た
していることがわかる， Vn+2につながっている頂点
が Vn+l以外はすべてグの頂点、なら， Vn以外は I'
と同じ分割にして， VnをT に割り当てれば，式（2)
を満たす．
場合（C) : (A), (B）で取り扱われなかったの
は，以下の四つの場合のみである， (C-1) Vn ξ T', 
Vn+lεT', Vn+2 ER', (C-2) Vn ET', Vn+lιR', 










思える.8は長さ増加関数である．従って， lg= n 
なら l82n(g)I > znである.fニ 82n(g）とする.A













f = 8'(g）と書けるとき， fは関数 p（η）に関して成
熟であると言う．任意の fεSに対して， fがp(n)
に関して成熟でないならば 8（！） εSであるとき，集
合 Sは関数 p(n）に関して関数 6で閉じていると言
う.fが p(n）に関して成熟ならば， 8（！） もp(n）に
関して成熟であることに注意されたい．







( i) E ={f I (a) 8-1（！） εBかつ fは成熟でな
683 
いまたは（b),5-1(!) = Aかっ ψ（f)モB}.
(i) D = {8(!) ¥ fεCかつfは成熟でなし守 U
U IfεCかつ fは成熟である｝．











D の定義から， ＼D C＼；豆 IC DIであることがわか
る， C Dが有限集合なので， D-Cも有限集合で
ある．従って A (Bu(CnD））は有限集合である．
また， ConD＝日であるため， Co B は有限集合
であり， B EミNPなので， B U Co E NPである．集
合 B＇をB'= WU) IfεB UCo, z孟O｝と定義す
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